
Уравнение плоскости
x = x0 +αa1 + βb1

y = y0 +αa2 + βb2

z = z0 +αa2 + βb3
Ax+By + Cz +D = 0
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Прямая в пространстве
r⃗ = r⃗0 + a⃗t, a - направляющий вектор
r⃗ − r⃗ − 0 ∥ a⃗ =⇒ [r⃗ − r⃗0 × a⃗] = 0

.[r⃗ × a⃗] = b⃗, b⃗ = [r⃗0 × a⃗] - уравнение плоскости в форме Плюккера
Если b⃗ ̸⊥ a⃗ - не существует

Пример: есть перпердикуляр к прямой и направляющий вектор{
(r⃗0 · a⃗) = 0

[r⃗0 × a⃗] = b⃗

.[⃗a× [r⃗0 × a⃗]] = [⃗a× b⃗]

r⃗0 · (⃗a · a⃗)− a⃗ · (⃗a · r⃗0) = [⃗a× b⃗]

r⃗0 =
[⃗a×b⃗]
(a⃗·⃗a)

r⃗ = [⃗a×b⃗]
(a⃗·⃗a) + a⃗t

Пример: пересечение прямой и плоскости

l : r⃗ = r⃗0 + a⃗t

α : (r⃗ · n⃗) = D
=⇒ r⃗0 = (⃗at · n⃗) = D =⇒ (⃗a · n⃗)t = D − (r⃗0 · n⃗) =⇒ t = D−(r⃗0·n⃗)

(a⃗·n⃗)

r∗ = r⃗0 +
D−(r⃗0·n⃗)

(a⃗·n⃗) a⃗

Если α : (r⃗ − r⃗1 · n⃗) = 0

r∗ = r⃗0 +
((r⃗1−r⃗0)·n⃗)

(a⃗·n⃗) a⃗

случаи взаимного расположение прямой и плоскости:

1. Пересекаются (): =⇒ (⃗a · n⃗) ̸= 0

2. Прямая лежит в плоскости: (⃗a · n⃗) = 0 и (r⃗0 · n⃗) = D

3. Прямая параллельна: (⃗a · n⃗) = 0, но (r⃗0 · n⃗) ̸= D

Пример: Проекция точки на плоскость

M0(r⃗0), α : (r⃗ · n⃗) = D
Проведёмl : M0 ∈ l, l ⊥ α

a⃗ = n⃗ =⇒ r⃗ = r⃗0 +
D − (r⃗0 · n⃗)

(n⃗ · n⃗)
= [n⃗e =

n⃗

|n⃗|
] = r⃗0 + [P − (r⃗0 · n⃗e)]n⃗e, гдe P = D

(n⃗·n⃗)
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Пример: проекция точки на прямую

M0(r⃗0), l : r⃗ = r⃗1 + a⃗t

Проведём плоскость α : M ∈ α, l ⊥ α =⇒ n⃗ = a⃗ =⇒ r⃗∗ = r⃗1 +
((r⃗0−r⃗1)·⃗a)

(a⃗·⃗a) a⃗

|r⃗∗ − r⃗1| = |r⃗0 − r⃗1| cosφ = [φ = ∠(⃗a, r⃗0 − r⃗1), a⃗e =
a⃗

|⃗a|
] = ((r⃗0 − r⃗1), a⃗e)

Пример: Расстояние между скрещивающимися

l1 : r⃗ = r⃗1 + a⃗1t

l2 : r⃗ = r⃗2 + a⃗2t
, Построим α : l1 ∈ α, l2 ∥ α =⇒ n⃗ = [⃗a1 × a⃗2]

α : ((r⃗ − r⃗1) · [⃗a1 × a⃗2]) = 0
Запишем в виде (r⃗ · n⃗) = D, где D = (r⃗1 · n⃗) :
.[n⃗e =

n⃗
|n⃗| , P = D

|n⃗| ]

(r⃗ · n⃗e) = P =⇒ d(r⃗2) = |(r⃗ · n⃗e)− P |, где d - расстояние от l1 до α

Пример: В прошлой задаче, построимпрямую, которая перпендикулярнаядвум скрещивающимся
прямым

l1 : r⃗ = r⃗1 + a⃗1t

l2 : r⃗ = r⃗2 + a⃗2t

l3 : l1 ⊥ l3, l2 ⊥ l3

=⇒

{
a⃗ = [⃗a1 × a⃗2]

α : l3, l2 ∈ α.
,M2 ∈ α, n⃗ = [⃗a2× [⃗a1× a⃗2]] = [bac−cab] = a⃗1 · (⃗a2 · a⃗2)− a⃗2 · (⃗a2− a⃗1) =⇒

=⇒ α : ((r⃗ − r⃗2) · n⃗) = 0

M0 = α ∩ l1, r⃗0 = r⃗1 +
((r⃗2−r⃗1)·n⃗)

(a⃗·n⃗) a⃗1

l3 : r⃗ = r⃗1 +
((r⃗2 − r⃗1) · [⃗a2 × [⃗a1 × a⃗2]])

(⃗a · [⃗a2 × [⃗a1 × a⃗2]])
a⃗1 + [⃗a1 × a⃗2]t

Пример: пересечение 2 плоскостей{
(r⃗1 · n⃗1) = D1

(r⃗2 · n⃗2) = D2

a⃗ = [n⃗1 × n⃗2]

.[r⃗1 × [n⃗1 × n⃗2]] = n⃗1 · (r⃗1 · n⃗2)− n⃗2 · (r⃗1 · n⃗1) = n⃗1D2 − n⃗2D1 = b⃗

l : x⃗ = [⃗a×b⃗]
(a⃗·⃗a) + a⃗t

Возможные взаимные расположение плоскостей:

1. α1 ∩ α2 = l : [n⃗1 × n⃗2] ̸= 0

2. α1 = α2 : [n⃗1 × n⃗2] = 0, (n⃗1 ∥ n⃗2) ≡ (n⃗2 = λn⃗1)

3. α1 ∥ α2 : [n⃗1 × n⃗2] = 0, (n⃗1 ̸∥ n⃗2) ≡ (n⃗2 ̸= λn⃗1)
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