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Билинейные формы
Определение: числовая функция 2 аргументов B(x, y) ∈ K; x, y ∈ L(K) называется билинейной
формой, если она обладает свойством линейности по обоим аргументам.
Пример: пусть X =

(
x1

x2

)
, Y =

(
y1
y2

)
, B(X,Y ) =

∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣
Пусть E = (e1, . . . , en) - базис в L; x = xjej; y = ykek =⇒ B(x, y) = B(xjej, y

kek = xjykB(ej, ek)
{B(ej, ek)}j,k=1,n - матрица билинейной формы.
Введём обозначение bjk := B(ej, ek) =⇒ B(x, y) = xjykbjk = ∗

bjky
k =

(
bj1 . . . bjn

)y1

...
yn

 = BjYe

xjbjky
k = xjBJYe =

(
x1 . . . xn

)B1 Ye
... ...

BN Ye

 ; BeYe =

∥∥∥∥∥∥∥
B1
...
Bn

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥Ye

∥∥ =

B1 Ye
... ...

BN Ye


∗ = (x1, . . . , xn)BeYe =⇒

B(x, y) = XT
e BeYe

При переходе к новому базису: E,E ′.E ′ = EC, ej′ = cjj′ej

bj′k′ = B(ej′ , ek′) = B(cjj′ej, c
k
k′ek) = cjj′c

k
k′B(ej, ek) = cjj′c

k
k′bjk

bj′k′ = {Be′}j
′

k′ = {C}jj′ {C}kk′ {Be}jk = {C}jj′ {Be}jk {C}kk′︸ ︷︷ ︸
{BE ·C}j

k′

=
{
CT

}j′

j
{BE · C}jk′ =

{
CTBeC

}j′

k′

Be′ = CTBeC

Ae′ = C−1AeC
,Ae′ − оператор (пр. лекции)

Замечание: преобразование базиса: E ′ = EC. Другой способ записи: x = EXe = E ′Xe′ =⇒ Xe =
CXe′ . Ещё один, новый способ: Xe = Xe′ , ∀x = EXe = E ′Xe′ , ECXe′ = E ′Xe′ =⇒ [EC − E ′]︸ ︷︷ ︸

Ê

Xe′ =

θ =⇒ ÊXe′ = θ ∀Xe′ ∈ Kn×1.
x1ē1 + · · ·+ xnēn = θ =⇒ Ê = (θ, . . . ) =⇒ EC = E ′

(Анти)симметричные билинейные формы
Для любой формы справедливо: B(x.y) = B(x,y)+B(y,x)

2
+ B(x,y)2−b(y,x)

2

<Начиная отсюда я начал жёстко засыпать и записывать без доказательств>
<Заранее прошу прощения у себя, готовящегося к сессии>
Определение: билинейнаяформа симметричная, еслиB(x, y) = B(y, x)Определение: билинейная

форма антисимметричная, если B(x, y) = −B(y, x)
Любая форма разложима на ЛК симметричной и антисимметричной Bs1(x, y) + Ba1(yx, y) =

второе такое же

Ранг матрицы, инварианты билинейных форм
C = AB =⇒ rkC ≤ rkB

Be =
(
CT

)−1
Be′C

−1 ∧ Be′ = CTBeC =⇒ rkBe = rkBe′

sgn detBe = sgn detBe′

1



Квадратичные формы
Q(x) = B(x, x) = XT

e QeXe, или qijxixj

Наиболее простой вид: ∑i xj(x
j)

Теорема Лагранжа: у любой квадратичной формы ∃ базис, в котором она имеет канонический
(наиболее простой) вид.
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