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я пропустил несколько лекций по болезни
евклидовы пространства
свойства скалярного произведения: очереди в кофепорте убивают... а в сфа холодно...
Неравенство Коши-Буряковского: (x, y)2 ≤ (x, x)(y, y)
Норма вектора: ∥x∥ =

√
(x, x)

Свойства:

1. ∥x∥ ≥ 0; ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = θ

2. ∥αx∥ = α ∥x∥
3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥. Доказательство:

∥x+ y∥2 = (x + y, x + y)2 = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) = ∥x∥ + ∥y∥ + 2(x, y) ≤ ∥x∥ + ∥y∥ + 2 ⟨(x, y)⟩ ≤
∥x∥+ ∥y∥+ 2 ∥x∥ ∥y∥ = (∥x∥+ ∥y∥)2 =⇒ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

Метрический тензор - матрица билинейной формы: (x, y) = G(x, y) =⇒ G(x, y) = XT
e GeYe

{Ge}jk = (G(ej, ek))
Лемма 1: detGe > 0
G(x, x) = XT

e GeXe > 0 ∀x ̸= θ
Т.к. G - положительно определённая форма, то все её угловые миноры > 0, значит, detG > 0

cosφ :=
(x, y)

∥x∥ ∥y∥

унитазное пространство
ПолуторолинейнаяформаG(x, y): ПустьL - комплексное линейное пространство. Числоваяфункция
G(x, y) называется полуторолинейной формой, если выполнены следующие 2 свойства:

1. G(x, y) = G(y, x) (комплексно сопряжённое число)
2. G(α1x1 + α2x2, y) = α1G(x1, y) + α2G(x2, y)

Свойства полуторолинейных форм:

1. G(x, β1y1 + β2y2) = β̄1G(x, y1) + β̄2G(x, y2) - антилинейность. Доказывается через перестановку
аргументов

2. G(x, x) ∈ R : доказывается по перестановку аргументов

определение: полуторолинейная форма G(x, y) называется положительно определённой, если
G(x, x) > 0 ∀x ̸= θ
Определение унитазного пространства: унитазнымпространством называется комплексное линейное

пространство, на котором введена положительно определённая полуторолинейная форма... Скибиди
доп yes yes
Пример: Введём Функцию Комплексного Переменного: f(x ∈ C) = f1(x) + if2(x); f1, f2 ∈ R;

f ∈ C[0, 1] ⇐⇒ f1, f2 ∈ R[0, 1] - непрерывны. поэтому это линейное пространство. введём форму:
G(f, g) :=

∫ 1

0

f(x)g(x)dx. Линейна по первому аргументу как обычный интеграл по риману; переставим

аргументы: G(g, f) =

∫ 1

0

g(x)f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx = G(f, g). Ну, конечно, мы не
слишком строго это доказали, но по сути это доказывается через суммы Дарбу.

1



G(f, f) =

∫ 1

0

f(x)f(x)dx =

∫ 1

0

|f(x)|2 dx (= 0 ⇐⇒ f = 0) - ура она положительно определённая

ПустьG(x, y) - полуторолинейнаяформа, пустьE - базис нашего комплексного линейного пространства;
раскладываем: G(xiei, y

jej) = xi · yj ·G(ei, ej) = xi · yj · gij = XT
e ·Ge · Ye

Лемма 2: detGe ̸= 0

Докажем от противного: detGe =

∣∣∣∣∣∣∣
(e1, e1) . . . (e1, en)
... . . . ...

(en, e1) . . . (en, en)

∣∣∣∣∣∣∣
T

=

∣∣∣∣∣∣∣
(e1, e1) . . . (en, e1)
... . . . ...

(e1, en) . . . (en, en)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 =⇒

=⇒ α1

(e1, e1)
...

(e1, en)

 + · · · + αn

(en, e1)
...

(en, en)

 = 0, (α1, . . . , αn) ̸= 0 =⇒

(α1e1, e1)
...

(α1e1, en)

 + · · · +

(αnen, e1)
...

(αnen, en)

 =

(α1e1 + · · ·+ αnen, e1)
...

(α1e1 + · · ·+ αnen, en)

 = 0
x:=αiei=

(x, e1)
...

(x, en)

 = 0; =⇒ α1(x, e1) + · · ·+ αn(x, en) = 0 =

= (x, α1e1) + · · ·+ (x, αnen) = (x, α1e1 + · · ·+ αnen) = (x, x) = 0 =⇒ x = 0 =⇒ αiei = 0 - значит, E - не
базис, противоречие: detGe ̸= 0
Важно: вседальнейшиерезультаты будут справедливыидля евклидового, и для унитарного

пространства, такие результаты будем помечать как ε(u)
Норма в унитарном пространстве: ∥x∥ =

√
G(x, x)

Неравенство Коши-Буниковского (u): |G(x, y)|2 ≤ G(x, x)G(y, y).

Доказательство: (αx+ y, αx+ y) ≥ 0 = α(x, y) + α(y, x) + αα(x, x) + (y, y) =

[
α := − (x, y)

(x, x)

]
=

=
|(x, y)|2

(x, x)2
(x, x)− |(x, y)|2

(x, x)
− (x, y)

(x, x)
(y, x)︸ ︷︷ ︸

=|(x,y)|2/(x,x)

+(y, y) ≥ 0 =⇒ |(x, y)|2

(x, x)
≤ (y, y) - что по сути и есть неравенство

Свойства нормы:

1. ∥x∥ ≥ 0 (∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = θ)

2. ∥αx∥ = |α| ∥x∥. Доказательство: ∥αx∥ =
√

(αx, αx) =
√

αα(x, x) =
√
α2 ∥x∥ = |α| ∥x∥

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥. Доказательство: ∥x+ y∥2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (y, x) + (x, y) + (y, y) =
∥x∥2 + ∥y∥2 + (x, y) + (x, y)︸ ︷︷ ︸

=2ℜ(x,y)

≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 +2 |ℜ(x, y)| ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 +2 ∥x∥ ∥y∥ = (∥x∥+ ∥y∥)2 =⇒

=⇒ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, доказано ■

Ортогональность: в следующий раз :000
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