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$9. Локальный экстремум ФНП

Пусть u = f(M) определена в области D,
◦
M(

◦
x1, . . . ,

◦
xm) ∈ D

Локальный минимум: ∃Ω(M0) ∈ D, ∀M ∈
◦
Ω(()M0) : f(M) > f(M0)

Локальный максимум: Аналогично
Локальный экстремум: Либо минимум, либо максимум

Необходимое условие ∃ локального экстремума: ЕслиM0 - точка локального экстремума f(M) и
∃ ∂u

∂xk
(M0), то ∂u

∂xk
(M0) = 0

Доказательство: Дано, что ∃Ω(M0), ∀M ∈
◦
Ω(M0) [f(M) > f(M0) ∨ f(M) < f(M0)]. Это верно для

точек Mk, на множестве точек {Mk} рассмотрим функцию 1 переменной φ(xk) = f(
◦
x1, . . . , xk, . . . ,

◦
xm).

Т.к. ∃ ∂f
∂xk

(M0) = φ′(
◦
xk), и выполняется {f(Mk) < f(M0) ∨ f(Mk) > f(M0)} ⇐⇒

⇐⇒
{
φ(xk) < φ(

◦
xk) ∨ φ(xk) > φ(

◦
xk)
}

=⇒ ◦
xk - локальный экстремум φ(xk), а

(
∃φ′(

◦
xk) = 0

)
=⇒

=⇒
(
∃ ∂f
∂xk

(M0) = 0
)

Следствие: M0 - локальный экстремум дифференцируемой функции u = f(M), то её полный
дифференциал равен нулю.

Пример 1: u = x2 + y2; (0, 0) - точка локального минимума,
{
u′
x(0, 0) = 2x = 0

u′
y(0, 0) = 2y = 0

Пример 2: u = xy - гиперболический парабабабабаабабабабабабаб



u′
x(0, 0) = u′

y(0, 0) = 0

ux(x > 0, y > 0) > 0

ux(x > 0, y < 0) < 0

ux(x < 0, y < 0) > 0

ux(x < 0, y > 0) < 0

- нет

такой окресности точки (0, 0), в которой u(0, 0) было бы максимальным или минимальным значением, то
есть экстремума нет (но производные равны нулю!)
Квадратичная форма: Q(X1, . . . , Xm) =

m∑
i,j=1

aijxiyi

Определённость квадратичной формулы:
1. Положительно определённая: Q(x1, . . . , xm) > 0 ∀(x1, . . . , xn) ̸= (0, . . . , 0)

2. Отрицательно определённая: ∀(x1, . . . , xm) ̸= (0, . . . , 0) : Q(x1, . . . , xm) < 0

3. Знакоопределённая: Либо положительно, либо отрицательно определённая
4. Квазизнакоопределённая: знакоопределённая с нестрогим неравенством∧∃(x1, . . . , xm) ̸= (0, . . . , 0) :

Q(x1, . . . , xm) = 0. Пример: x2 − 2xy + y2

5. Знакопеременная: всё остальное (∃X ′ := (x′
1, . . . , x

′
n), X” := (x1”, . . . , xn”); X ′, X” ̸= (0, . . . , 0) :

sgnQ(X ′) ̸= sgnQ(X”))

Критерий Сильвестера: матрица квадроберской формы A =

a11 . . . a1n... . . . ...
an1 . . . ann

. Составим угловые
миноры: δ1 =

∣∣a11∣∣ , δ2 = ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , δ3 =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ , . . . , δn =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n... . . . ...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣.
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• ∀i : δi > 0: положительно определённая
• δ1 < 0, δ2 > 0, . . . , δ2n−1 < 0, δ2n > 0, n ∈ N : отрицательно определённая
• ∃i : δi = 0 : критерий не раобтает
• Иначе: форма знакопеременная

пример: x2 + y2 :

(
1 0
0 1

)
: δ1 > 0, δ2 > 0

xy :

(
0 1/2
1/2 0

)
: δ1 = 0

x2 − 2xy + y2 :

(
1 −1
−1 1

)
, δ1 = 1, δ2 = 0

Достаточное условие локального экстремума: рассмотрим квадратичную функцию аргументов
dxi, i = 1,m : d2u(M0) =

m∑
i,j=1

∂2u

∂xi∂xj

(M0)dxidxj . Если d2u положительно определённая, то M0 - точка

локального минимума, если d2u отрицательно определённая, тоM0 - точка локального максимума, иначе
надо доп. исследование

Доказательство:
Пусть d2u положительно определённая, > k > 0, ∀dxi ̸= 0

Рассмотрим
◦
Ω(M0) : f(M)− f(M0) = du(M0) +

1
2
d2(M0) + ō(ρ2) =

m∑
i,j=1

aijdxidxj + o(ρ2) = ( по Тейлору )

=

[
M0(

◦
x1, . . . ,

◦
xm),M(

◦
x1 + dx1, . . . ,

◦
xm + dxm) =⇒ ρ2 =

∑
i

dx2
i

]
=

=
ρ2

2

(
m∑

i,j=1

aji
dxi

ρ

dxj

ρ
+ o(1)

)
, hi :=

dxi

ρ
,
∑
i

h2
i = 1, рассмотрим Q(h1, . . . , hm). Q непрерывна на

сфере, достигает точной нижней грани k > 0

f(M) − f(M0) =
ρ2

2

Q(h1, . . . , hm)︸ ︷︷ ︸
≥k

+α(ρ)

 , α → 0 =⇒ ∃ρ0 > 0 : 0 < ρ < ρ0, ρ → 0 : |α(ρ)| < k

2
. Для

точекM ∈
◦
Ωρ0(M0) : f(M)−f(M0) >

ρ2

2

(
k − k

2

)
=

ρ2k

4
=⇒ ∃

◦
Ωρ0(M0) : ∀M ∈ Ωf(M) > f(M0) =⇒ M0

- лок. минимум
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